Strucny tvod do problematiky Godelovych vét
0 neuplnosti

Milos Jakubicek

Uvod

Nasledujici text si klade za cil zasvétit ¢tenare do problematiky, jez je zpravi-
tedy zdaleka neni vycerpat dané téma, nybrz pokusit se strucné vylozit za-
kladni pojmy, ukézat s prihlédnutim k historickému kontextu, ¢eho se tato
problematika tyka, nastinit metody pouzité v dikazech obou Godelovych vét
a zminit dalsi disledky téchto objevi. U cCtenare se predpokladaji znalosti na
urovni stredoskolské matematiky, ochota k abstraktnimu mysleni a pochopeni
faktu, ze se jedna pouze o vychozi text pro pripadné dalsi studium, ke kterému
lze viele doporucit literaturu uvedenou na konci kapitoly.

Kurt Godel a historické souvislosti

Drtive nez se vrthneme do jadra problému, neni od véci pfipomenout osobu
Kurta Godela a souvislosti, v jakych jeho dilo vznikalo. Kurt Godel, narozeny
v Brné roku 1906, publikoval sviij ¢lanek ,,Uber formal unentscheidbare Sitze
der Principia Mathematica und verwandter Systeme® (,0 formalné nerozhod-
nutelnych vétach v Principia Mathematica a pribuznych systémech®) [1] roku
1931, tj. ve véku pouhych 25 let. Principia Mathematica [2] je obsahlé dilo
A. N. Whiteheada a B. Russela, jehoz cilem bylo zachytit celou matematiku
(resp. ,,vyssi aritmetiku®, tj. teorii mnozin a ¢isel) jako systém urcitych fixnich
axiomu a inferencnich pravidel, ze kterych jsou dale vyvozovany dalsi platna
tvrzeni, tzv. teorémy. Tento systém mél byt tzv. dplny, tj. vSechna pravdiva
aritmeticka tvrzeni méla byt z axiomt odvoditelna pomoci inferencénich pravi-
del, tedy méla byt teorémem tohoto systému. Zaroven mél ovsem splinovat
podminku bezespornosti, tedy vlastnosti takové, ze o tomtéz vyroku nemélo
byt mozné korektné vyvodit, Ze je platny a zaroven neni platny (je i neni
teorémem). Jak se dale pokusim vylozit, pravé Kurt Godel dokézal, ze cil,
ktery si Principia Mathematica kladla, je neuskutecnitelny.



Godelovo ocislovani

Klicem k pochopeni Goédelovych ditkazii a zaroven podstatou jeho objevu je
zpusob, jakym svoje diitkazy konstruoval. Na tomto misté je tieba osvétlit,
v ¢em byla Goédelova myslenka nova a proc¢ byla viibec ke konstrukei jeho di-
kazu zapotiebi. Mluvime-li o néjakém forméalnim systému, napt. matematice,
je tfeba zésadni zptuisobem rozlisit tvrzeni matematickd (1+ 1 = 2) od tvrzeni
o matematice, tedy tvrzeni metamatematickych (,,1 + 1 = 2* je jednoducha
rovnice). Pak je ovsem tieba zodpovédét otédzku, jakym zptusobem metamate-
matické tvrzeni (a tedy nase ivahy a dikazy o tomto systému) formulovat —
neni totiz zase tak obtizné zdanlivé vyvodit spor v né¢jakém formalnim systému,
jestlize zpusob, jakym o tomto systému budeme mluvit (naptiklad prirozeny
jazyk v celé své krase), bude mit mnohem silnéjsi vyjadiovaci schopnosti nez
systém samotny (coz zfejmé prirozeny jazyk splnuje).

Prikladem takového zdanlivého sporu je tzv. Richardiv paradox, formulo-
vany francouzskym matematikem Julesem Richardem v roce 1905 a zadany
nasledujicim zpiisobem: uvazujme libovolny ptirozeny jazyk a mnozinu pti-
rozenych ¢isel N. Déle predpokladejme, ze v daném prirozeném jazyce lze
o prirozenych ¢islech mluvit a pritazovat jim tak rtzné vlastnosti, jako napf.
L0yt sudé”, byt prvocislo, ,mit jako posledni cifru jednicku“ apod. Vychazime-
li z toho, ze kazdy prirozeny jazyk obsahuje pouze kone¢né mnoho slov, pak
kazda takova formulace vlastnosti ¢isel je také konecna a miuzeme vsechna
tato tvrzeni o cislech lexikograficky usporadat a tim kazdému tvrzeni priradit
néjaké poradi, tj. prirozené cislo.

Shodou okolnosti se vSak mize (ale nemusi) stat, ze cislo (potradi) uréitého
tvrzeni bude mit vlastnost, kterou toto tvrzeni formuluje — naptiklad ze
na 8. misté bude tvrzeni , byt sudé“. O takovém c¢islu prohlasime, ze neni
Richardovské a obracené ostatni ¢isla tvrzeni (kterd nemagi vlastnost, kterou
tato tvrzeni popisuji) oznacime jako Richardovskd. Tim jsme ovSem opét
korektné formulovali vlastnost prirozenych ¢isel (,byt Richardovské®). Takové
tvrzeni tedy nutné je zahrnuto v nasem usporadani a ma néjaké poradi z.
Ptejme se nyni, zda pro z plati, Ze je Richardovské. Jestlize ano, pak nema
vlastnost, kterou popisuje x-té tvrzeni, tedy nema vlastnost , byt Richardovské*
a tedy neni Richardovské. Naopak, pokud by x nebylo Richardovské, tak ma
vlastnost, kterou popisuje z-té tvrzeni, tedy ma vlastnost , byt Richardovské“
a tedy je Richardovské. Zkratka a dobte x je Richardovské pravé tehdy, kdyz
neni Richardovské a spor je na svété.

Je to vsak opravdu spor? Pokud se blize podivame na zpiisob, jakym byl
zkonstruovan, je ziejmé, ze jeho zaklad spoc¢iva ve smiSeni tvrzeni matematic-
kych a tvrzeni o matematice (tedy metamatematickych) a je mozny jen tehdy,
pokud toto pripustime.



Pravé takovému postupu se ovsem Godel genidlnim zpusobem vyhnul
tim, ze ukazal, jak 1ze metamatematicka tvrzeni formulovat prostiednictvim
matematiky samotné. Vysledkem takového postupu bylo pritazeni jedinecného
Godelova cisla libovolné formuli z Principia Mathematica, a to takovym
zpusobem, ze z néj lze zpétné dekdédovat presny tvar puvodni formule. Aniz
bych zcela popisoval Godeltv postup, pokusim se alespon nastinit jeho princip:

Formule se skladaji z konecné mnoha symboli, kterym Godel prosté
pritadil jednoznac¢ny ¢iselny identifikator — Goédelovo ¢islo. Uréeni Godelova
¢isla pro celou formuli (tj. posloupnost takovych symboli) pak probiha tak,
ze kazdému symbolu priradil po fadé prvocislo umocnéné na Godelovo ¢islo
daného symbolu a ¢islo celé formule ziskal jako soucin téchto mocnin prvocisel.
Tento postup byl zfejmé jednoznacény a navic, protoze rozklad ¢isla na soucin
prvocisel (tzv. faktorizace) je také jednoznacné urcen, umoznoval i zpétné
vyvozovani formule z daného Godelova ¢isla.

Jeden priklad za vsechny: méjme formuli (z Ay) = 2z a predpokladejme, ze
vSechny 7 symboli, které se v této formuli vyskytuji, maji po radé pridélena
Godelova ¢isla od 1 do 7 (tj. ,,(“ je pritazena 1, ,x“ je prifazena 2 atd.).
Pak Godelovo éfslo celé formule f je néasledujici soucin: 2 - 32 .53 . 74. 115 .
135 . 177 = 1723219765760312626547490750. Na pifkladu této jednoduché
formule je vidét, ze Godelova ¢isla nabyvaji obrovskych hodnot, nic to ovsem
neméni na skutecnosti, ze je to teoreticky mozny a predevsim korektni zptisob
jednoznacného prirazeni.

Uzitim Godelova o¢islovani (nékdy nazyvaného nepiilis péknym zptisobem
jako Gddelizace) lze mluvit o aritmetickych formulich (resp. o formulich
kteréhokoli dostatecné silného formélniho systému) opét prostiednictvim
aritmetiky samotné jako o relacich ¢isel. Takto Ize napriklad vyjadrit, ze
formule z naseho prikladu s Godelovym ¢islem f zahrnuje symbol implikace
,= " tak, ze prvociselny rozklad ¢isla f obsahuje prave Sestou mocninu prvocisla
13, coz lze aritmeticky vyjadrit. Godel zalozil sviij dikaz pravé na tom,
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o (ne)dokazatelnosti néjakého tvrzeni.



1. Godelova véta

Kazdy formalni systém zahrnujici alespon aritmetiku prirozenych
¢isel bud neni bezesporny, nebo neni uplny.

Godel ukazal, jak lze s pomoci jim definovaného ocislovani sestrojit formuli
G, kterd (sama o sobé) tvrdi, ze ,,G neni dokazatelna“. Néastin jeho postupu
je priblizné nésledujici: Nechf Y je néjaka pravdiva formule a X posloupnost
odvozeni formule Y v daném formalnim systému, tedy ditkaz Y. Protoze X i Y
jsou korektné utvorené formule, lze najit jejich Godelovo ¢islo, které oznacime
malymi pismeny x a y. Pak existuje (slozita) aritmeticka relace mezi témito
dvéma ¢isly x a y, kterd tento vztah vyjadiuje a kterou Godel oznacoval
dem(z,y)', a formule (Iz)dem(x,y) reprezentuje uvnitr’ daného forméalniho
systému tvrzeni, ze existuje formule (s Godelovym ¢islem z), kterd je dikazem
formule s Godelovym ¢islem y, jinymi slovy, ze Y je dokazatelna formule.
Obdobné formule (Bz)dem(x,y) tvrdi, ze Y neni dokazatelna formule.

Jadro jeho postupu spociva v tom, ze presné ukazal, jak lze najit ¢islo
g takové, ze formule G majici Godelovo ¢islo g tvrdi ,,Formule s Godelo-
vym ¢islem g neni dokazatelnd®, a jak tuto formuli zptisobem uvedenym
v piedchozim odstavci vyjadtit — (Az)dem(z, g). Co oviem plyne z G? Je-li
G dokazatelna, pak plati G, tj. ze G neni dokazatelna. Naopak, neni-li G
dokazatelna, pak plati to, co G tvrdi, a G je tedy dokazatelna. Vysledkem je,
ze G je dokazatelna pravé tehdy, kdyz GG neni dokazatelna, tj. G <— -G,
tedy spor.

Protoze plati, Ze jestlize systém obsahuje G nebo =G, pak neni bezesporny,
je zrejmé, ze jestlize budeme bezespornost pozadovat, nesmi dany formalni
systém obsahovat ani G ani —G. Proto formule G je v daném systému
nerozhodnutelnd, a tedy nutné neexistuje zadny dikaz formule G. Pak je
ovsem formule G pravdiva, nebof pravé sama o sobé tvrdi, ze neni dokazatelna.
Nasli jsme tedy pravdivé tvrzeni, které v daném systému neni dokazatelné,
a proto je tento systém evidentné neduplni?. Z druhé strany plati, Zze bude-li
systém dplngy, pak nutné obsahuje G i =G, a neni tedy bezesporny, ¢imz je 1.
Godelova véta dokazana.

Kromé toho Godel dokazal, ze tento systém je tzv. podstatné neuplny, tj.
ze 1 kdybychom rozsitili mnozinu jeho axiomu a inferencnich pravidel, stale
bude mozné najit takovou formuli G, pro kterou bude platit vyse uvedeny
spor.

L dem“ je zde zkratka z némeckého ,Demonstration®, tj. dikaz.
2I kdybychom nevédéli, ze pravdiva je pravé formule G, systém by byl stejné netiplny —
ziejmé totiz bud G nebo =G je pravdiva a systém neobsahuje zadnou z nich.
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2. Godelova véta

Zadny formalni systém zahrnujici alespon aritmetiku prirozenych
¢isel nemize dokazat vlastni bezespornost.

Na vysledcich 1. Godelovy véty stavi druhy zasadni Godeltv objev: Godel
ukazal, ze tvrzeni ,,Formalni systém je bezesporny* lze formulovat prosttednic-
tvim ekvivalentniho tvrzeni, Ze je tento systém netplny, tj. Ze existuje alespon
jedna pravdiva formule, kterd v tomto systému neni dokazatelna. Totéz lze
vyjadrit tak, ze existuje Godelovo ¢islo b takové, ze pro zadné Godelovo ¢islo
a neplati, ze a je Godelovym ¢islem odvozeni (dukazu) formule s Godelovym
¢islem b, tj. existuje formule F' = (3b)(Pa)dem(a, b).

Je-li formule F' pravdiva, pak takovy systém neni tplny, ale je bezesporny,
jak plyne z 1. Godelovy véty. Jak jsem uvedl v prvni odstavci, netiplnost 1ze
ekvivalentné zapsat tak, ze pro néjakou pravdivou formuli plati, Ze tato formule
neni dokazatelna — to je ovSem pripad napriklad formule G pouzité v ditkazu 1.
Godelovy veéty. Ziejmeé tedy plati implikace F' = G, neboli — prepsano do reci
Godelovych éisel v aritmetice — plati, ze (3b)(Fa)dem(a,b) = (Px)dem(z, g).
Co by to ovsem znamenalo, kdyby F' byla dokazatelna? Je-li F' dokazatelna
(tj. systém je bezesporny), pak je dokazatelnd i G a tedy i =G a systém
bezesporny neni! Nelze tedy dokéazat bezespornost daného forméalniho systému
wvnitr systému samotného.

Stoji za pripomenuti, ze naopak plati, ze pokud néjaky logicky systém
obsahuje spor, tak v ném lze dokazat libovolné tvrzeni. Tato skutecnost
plyne z faktu, ze formule p = (—p = q) je tautologii, tj. vzdy platnym
tvrzenim?®. Protoze systém obsahuje spor (kontradikci), pak v ném lze nalézt
platné formule A a = A. Dosazenim do uvedené tautologie vznika formule
A = (A = B), ktera plati pro libovolné B, a tedy (podle pravidla modus
ponens) plati i B.

Disledky Godelovych vét

Prvni Goédelova véta definuje konkrétni teoretické hranice kazdého formalniho
systému zahrnujiciho aritmetiku, a tak zasahuje mnoho oblasti zahrnujicich
logiku, matematiku, informatiku i filosofii. Jeji dopady logické a matematické
by mély byt z predchozi textu alespon c¢astecné ziejmé. Z informatického
pohledu jsou Godelovy vysledky tzce spjaty s teorii vycislitelnosti a kladou
zasadni teoretickd omezeni na jakoukoli vypocetni silu uzitou pro algoritmi-
zaci ruznych tloh (nejznaméjsi — a mezi vsemi velmi vyznacnou — takovou
nerozhodnutelnou tlohou je tzv. problém zastaveni). V pripadé mnoha obecné

3Pfesnéji: jedna se o tvrzeni platné pro libovolnou evaluaci hodnot proménnych p, g.



nerozhodnutelnych problémi lze ovsem zkonstruovat algoritmus, ktery roz-
hoduje dany problém pro urc¢itou (neziidka velmi podstatnou) podmnozinu
moznych zadani.

Dalsi dusledky prvni Godelovy véty plynou pro problematiku umélé inteli-
gence a zpracovani prirozeného jazyka (tykaji se napriklad logické analyzy
prirozeného jazyka) — uz pro predikatovou logiku 1. fadu plati, ze mnozina
jejich teorémii neni rekurzivni, ale pouze rekurzivne spocetnd, tedy neexistuje
algoritmus, ktery v konecném case rozhodne, zda zadané tvrzeni je ¢i neni
teorémem.

Ve vsech téchto oblastech se vsak dopad prvni Goédelovy véty da shrnout
v ponékud nepfesné, presto velmi vymluvné tvrzeni, ze jednou pro vzdy
stanovil hranice algoritmizace a automatizace a ukazal, ze ¢lovék nemuze byt
zcela nahrazen strojem. Jeho vysledky vSak nemaji pouze negativni charakter,
naopak, lze je vykladat i jako obrovskou motivaci k vyuzivani vypocetniho
stroje té nejvétsi vyjadrovaci sily, jakou zname — lidského mozku. Myslim,
ze to velmi dobre vyjadrili Ernest Nagel a James R. Newman ve své knize
pojednévajici o Godelové dukazu [3, s. 89], kde pravi: ,Je to prilezitost nikoli
pro sklicenost, nybrz pro obnovené ocenéni sil tvirciho rozumu.“ Obdobné se
da dtsledek druhé Godelovy véty formulovat tak, ze u formalnich systémii,
kterych se tykd, nam (kromé jejich peclivého ndvrhu samoziejmé) nezbyva,
nez verit tomu, ze jsou bezesporné.
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