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Kurt Godel

Kurt Godel

e *Brno, 28.4.1906, tPrinceton, 14.1.1978
@ 1929 Godelova véta o Gplnosti

@ 1931 Godelovy véty o netplnosti

@ 1940 odchod do exilu (USA)

@ 1951 1. lauredt Ceny Alberta Einsteina
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Historicky kontext

Principia Mathematica

Principia Mathematica je ttisvazkové dilo A. N. Whiteheada a B.
Russela publikované v letech 1910-1913, jehoz cilem bylo zachytit
celou aritmetiku (teorii ¢isel) jako formalni systém skladajici se

z axiomi a inferencnich pravidel:

axiomy + inferencni pravidla = teorémy

Pozadavky na takovy systém:

@ bezesporny
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Bezespornost a tplnost

Definice (bezespornost)

Formalni systém je bezesporny (konsistentni) pravé tehdy, kdyz
v ném nelze dokazat zaroven formuli X i =X.




Godel & historie
oce

Bezespornost a tplnost

Definice (bezespornost)

Formalni systém je bezesporny (konsistentni) pravé tehdy, kdyz
v ném nelze dokazat zaroven formuli X i =X.

Definice (dplnost)

Formalni systém je tplny pravé tehdy, jestlize vSechna pravdiva
tvrzeni jsou v ném dokazatelna.
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Richardiiv paradox |

Richardiv paradox

Méjme lexikograficky usporadana tvrzeni o Cislech:
1. byt sudé*

2. byt liché"

3. ,,byt prvocislo*

4. byt mocninou dvou"

A\

Definice (,,byt Richardovské")

PYirozené Cislo n nazveme Richardovské pravé tehdy, kdyz n nema
vlastnost, kterou formuluje tvrzeni na misté n v daném usporadani.
v
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Richardiiv paradox Il

Richardovské cislo
Definice Richardovského Cisla je korektné formulovanym tvrzeni
o Cislech = je v nasem usporadani a mé néjaké poradové Cislo x.

Je x Richardovské?
@ Pokud x je Richardovské, pak nema vlastnost, kterou formuluje
tvrzeni na misté x, tedy nema vlastnost byt Richardovskym,
a tedy neni Richardovské.
@ Pokud x neni Richardovské, pak ma vlastnost, kterou formuluje
tvrzeni na misté x, tedy ma vlastnost byt Richardovskym,
a tedy je Richardovské.

x je Richardovské <= x neni Richardovské. Spor — anebo ne?
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Jazyk vs. metajazyk

Je Richardiiv paradox skutec¢né paradoxem?

Spor v Richardové paradoxu je zalozeny na smiSeni matematickych
tvrzeni (1 + 1 = 2) a tvrzeni o matematice, tj. tvrzeni
metamatematickych (,,1 +1 = 2" je krasna rovnice).
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Jazyk vs. metajazyk

Je Richardiiv paradox skutec¢né paradoxem?

Spor v Richardové paradoxu je zalozeny na smiSeni matematickych
tvrzeni (1 + 1 = 2) a tvrzeni o matematice, tj. tvrzeni
metamatematickych (,,1 +1 = 2" je krasna rovnice).

=Pokud takové mateni pojmi vylouc¢ime, nemiize Richardiiv
paradox nastat. Godel se vSak podobnym zmatkim vyhnul — jak?

v
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Godelovo odislovani

Formulace v cislech o ¢&islech

Jak mluvit o &islech a pritom nemluvit mimo &isla? Godeliv trik
spociva v tzv. Goédelové ocislovani — prifazeni jedine¢ného Godelova
Cisla kazdému tvrzeni tak, ze lze zpétné dekdéddovat presny tvar
formule:

@ Kazdy symbol dostane po radé jedinecné Cislo 1,2,3,....
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o Kazdy symbol dostane po radé jedinecné ¢islo 1,2,3,....

e Cislo formule je dano jako soudin prvodisel pridélenych po fadé
symboldm, které se ve formuli vyskytuji, umocnénych na Cislo
daného symbolu.
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Godelovo odislovani

Formulace v cislech o ¢&islech

Jak mluvit o &islech a pritom nemluvit mimo &isla? Godeliv trik
spociva v tzv. Goédelové ocislovani — prifazeni jedine¢ného Godelova
Cisla kazdému tvrzeni tak, ze lze zpétné dekddovat presny tvar
formule:
o Kazdy symbol dostane po radé jedinecné ¢islo 1,2,3,....
@ Cislo formule je dano jako soucin prvocisel ptidélenych po radé
symbollim, které se ve formuli vyskytuji, umocnénych na Cislo
daného symbolu.

Méjme formuli (x VV y) = z a symboly v ni obsazené oéislované po
fadé 1...7. Pak této formuli odpovida Godelovo ¢&islo
21.32.53.74.115.13°. 177 = 1723219765760312626547490750.
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1. Godelova véta o neuplnosti |

1. Godelova véta o nedplnosti

Kazdy formalni systém zahrnujici alespon aritmetiku pfirozenych
Cisel bud neni bezesporny, nebo neni tplny.

Relace dem(x,y)

Necht Y je teorém néjakého formalniho systému a X posloupnost
odvozeni Y v tomto systému z jeho axiomi (X je dikaz Y).

X a Y jsou korektné utvorena tvrzeni = lze najit jejich Godelova
Cisla x a y. Mezi x a y existuje aritmeticka relace, kterou oznacime
dem(x,y).

Vyraz (Ix)dem(x,y) ~ x je dokazatelné tvrzeni.
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1. Godelova véta o nedplnosti Il

Formule G

Godel ukazal, ze Ize najit formuli G s Gédelovym cislem g, ktera
tvrdi (fx)dem(x, g) (=~ formule s Gédelovym &islem g nenf
dokazatelnd). Je-li tento systém Gplny, pak pro G nutné plati, ze:

@ G je dokazatelnd = plati G = G neni dokazatelna.
@ G neni dokazatelnd = plati =G = G je dokazatelna.

G <— -G

= Formalni systém neni bezesporny.
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Bezespornost vs. tplnost

Aby byl systém bezesporny, nemiize obsahovat ani G, ani =G =
nebude Gplny.

= BEZESPORNOST # UPLNOST.
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2. Godelova véta o nelplnosti |

2. Godelova véta o nedplnosti

Zadny formalni systém zahrnujici alespon aritmetiku prirozenych
Cisel nemiize dokazat vlastni bezespornost.

Formule F = G

| \

Aby byl systém bezesporny, je nutné nelplny, tedy existuje
nedokazatelné tvrzeni: (3b)(FHa)dem(a, b). Pak existuje formule,
kterd neni dokazatelnd — takovou oviem mame — G! Nutné tedy
plati (3b)(Fa)dem(a, b) = (#x)dem(x, g), nebo-li F = G.

N,
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Nedokazatelnost bezespornosti

Pokud ovsem plati F = G, pak je-li systém bezesporny, obsahuje G,
a tedy i =G (podle 1. Godelovy véty o nedplnosti) a bezespornym
neni!

Co plyne z nekonsistentniho systému

Vyrok p = (—p = q) je tautologie. Dosazenim G za p Ize dokazat
libovolné tvrzeni q!




Disledky

@ Zidny (dostatecné silny) formalni systém nemiize byt zaroven
bezesporny a tplny.
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o Zadny (dostate¢né silny) formalni systém nemiize byt zaroven
bezesporny a uplny.

@ Bezespornost bezesporného systému nelze uvnitf tohoto
systému dokazat.
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bezesporny a uplny.
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@ Z nekonsistentniho systému plyne Gplné cokoli.



Disledky

o Zadny (dostate¢né silny) formalni systém nemiize byt zaroven
bezesporny a uplny.

@ Bezespornost bezesporného systému nelze uvnitf tohoto
systému dokazat.

@ Z nekonsistentniho systému plyne Gplné cokoli.

@ Disledky — nejen negativni — pro logiku, matematiku,
informatiku, filosofii, ...



Je to prileZitost nikoli pro skliCenost, nybrZ pro
obnovené ocenéni sil tviréiho rozumu.

E. Nagel & J. R. Newman

Je pozoruhodné, jak velmi blizko maji k sobé v dnesSni
dobé logika a filosofie, psychologie a uméla inteligence,
informatika a matematika. Inu, zd3 se, Ze Zijeme ve velmi
vzrusujici dobé!

Raymond Smullyan
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